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Для процесса сушки слоя жидкого дисперсного продукта на горизонтальной под-

ложке предложена модель формирования остатка частиц твердой фазы, основанная на по-

строении фрактального кластера на ограниченной пространственной решетке по заданным 

правилам. Модель построена исходя из представлений о механизме взаимодействия частиц 

в период существования в высыхающем продукте свободной жидкости. Фрактальная мо-

дель, обладающая свойством самоподобия формирующейся структуры, позволяет модели-

ровать пространственные структуры на ограниченных решетках и распространять дан-

ные, полученные на ограниченных решетках, на весь объем моделируемого остатка. В ста-

тье приведен краткий обзор основных работ, связанных с применением фрактальной кон-

цепции при моделировании микро и макроскопических структур, возникающих при сушке 

жидких продуктов. Показано, что для расчета кинетики сушки жидких дисперсных продук-

тов на подложках, в случае формирования некоторого слоя поверхностной пленки и форми-

рования определенной пространственной структуры из частиц твердой фазы, важной зада-

чей является определение критического влагосодержания. Предложенная модель позволяет 

моделировать слои с фрактальной размерностью, лежащей в диапазоне от 1,64 до 2. Такой 

диапазон соответствует слоям в диапазоне пористости от слоев с плотной монодисперс-

ной укладкой частиц с координационным числом 12, до структур подобных дендритным 

фракталам, с пористостью гораздо выше упорядоченной простой кубической укладки ча-

стиц. Представлены результаты моделирования фрактального кластера и сравнения рас-

четных и экспериментальных значений пористости и критического влагосодержания, по-

лученных в процессе сушки суспензии оптического отбеливателя КД-2 и полиметилен-В-

нафталинсульфоната при разных режимах конвективной сушки слоя продукта на фторо-

пластовой горизонтальной подложке, как продуктов, характеризующихся близким значе-

нием начальной концентрации твердой фазы (≈12%), но разными величинами размеров ча-

стиц и полученных значений фрактальной размерности поверхностной пленки и сухого 

остатка. 
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For the drying process of a liquid dispersed product layer on a horizontal substrate, a model 

for the formation of a solid phase particle residue is proposed. The model is based on the construc-

tion of a fractal cluster on a bounded spatial lattice according to given rules. The model is con-

structed on the basis of ideas about the mechanism of interaction of particles during the existence 

of a layer of free liquid in the drying product. The fractal model, which has the property of self-

similarity of the forming structure, allows modeling spatial structures on bounded lattices and 

spreading the data obtained on bounded lattices to the entire volume of the simulated residue. The 

article provides a brief overview of the main works related to the application of the fractal concept 

in the modeling of micro and macroscopic structures arising during the drying of liquid products. 

It is shown that in order to calculate the kinetics of drying liquid dispersed products on substrates, 

in the case of the formation of a certain layer of surface film and the formation of a certain spatial 

structure of solid particles, an important task is to determine the critical moisture content. The 

proposed model allows modeling layers with fractal dimension lying in the range from 1.64 to 2. 

This range corresponds to layers in the porosity range from layers with dense monodisperse particle 

stacking with a coordination number of 12, to structures similar to dendrite fractals, with porosity 

much higher than the ordered simple cubic particle stacking. The results of fractal cluster modeling 

and comparison of calculated and experimental values of porosity and critical moisture content 

obtained in the process of drying a suspension of optical bleach CD-2 and polymethylene-B-naph-

thalene sulfonate under different modes of convective drying of the product layer on a fluoroplastic 

horizontal substrate as products characterized by a close value of the initial concentration of the 

solid phase (≈12%), but different values of particle sizes and the obtained values of the fractal 

dimension of the surface film and the dry residue are presented. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Процессы сушки жидких дисперсных про-

дуктов на сегодняшний день находят широкое про-

мышленное применение, особенно это касается 

продуктов органического синтеза (например, 

сушка красителей, отбеливателей, пластификато-

ров и т.п.), обезвоживание которых необходимо 

производить в жидком виде [1, 2]. Основными 

направлениями модернизации аппаратурно-техно-

логического оформления стадии сушки жидких 

дисперсных продуктов являются поиск путей 

энерго-ресурсосбережения, интенсификации про-

цесса сушки, получение сухого продукта высокого 

качества [3, 4]. Необходимо отметить, что боль-

шинство промышленных высушиваемых жидких 

дисперсных продуктов являются термолабиль-

ными, в процессе сушки которых наблюдаются 

определенные поверхностные явления, в частности 

формирование поверхностных пленок, определен-

ным образом влияющих на характер формирования 

твердого остатка, что накладывает определенные 

ограничения на ведение технологического про-

цесса и на методику проведения эксперименталь-

ных исследований.  

Одним из основных направлений исследо-

ваний в области сушки жидких дисперсных про-

дуктов является формализация взаимосвязи 

наблюдающихся при сушке жидких дисперсных 

продуктов, поверхностных явлений, с кинетикой 

процесса сушки, а также установление связи этих 

явлений с качественными характеристиками гото-

вого продукта. Выявление таких взаимосвязей дает 

возможность моделирования процесса формирова-

ния поверхностных и объемных структур и соб-

ственно кинетики сушки [3, 5, 6, 7].   

Например, в работе [5] проведено изучение 

закономерностей формирования поверхностных 

структур при сушке капель водных растворов це-

тилтриметиламмоний бромида с использованием 

поляризационной оптической микроскопии. Выяв-

лено формирование определенных дендритных 
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структур и показано влияние свойств дисперсной 

системы на вид поверхностной структуры. В ра-

боте [6] приводятся данные о возможности получе-

ния различных видов поверхностных структур, по-

лучающихся при сушке коллоидного геля крах-

мала с добавлением определенного количества рас-

твора NaCl. Показано, что детали морфологии по-

верхности зависят от свойств жидкой и твердой 

фазы и внешних условий – температуры и влажно-

сти сушильного агента. В работе [7] проведено ис-

следование механизма сушки сидячих капель ми-

целлярной наножидкости двух различных ионных 

поверхностно-активных веществ (цетилтримети-

ламмоний бромида и додецилсульфат натрия). По-

казано влияние закрепления контактной линии на 

характер формирования поверхностных и объем-

ных структур в высыхающем продукте. 

Важными вопросами при моделировании 

кинетики сушки жидких дисперсных продуктов яв-

ляются расчет характеристик внешнего тепло-ма-

сообмена и внутреннего тепло-массопереноса [8, 12], 

определение характера взаимодействия удаляе-

мого с поверхности испарения пара со средой су-

шильного агента [9], учет характера движения и 

взаимодействия отдельных капель высушиваемого 

продукта [10], разработка методов расчета темпе-

ратурной и влажностной кинетики при формиро-

вании в процессе сушки поверхностных струк-

тур [11, 13, 14]. 

Традиционно, при компьютерном модели-

ровании поверхностных структур, возникающих в 

жидких дисперсных системах, используются ме-

тоды броуновской и стоксовской динамики [15, 16]. 

Однако, использование данных методов для моде-

лирования поверхностных структур при сушке за-

труднительно, в связи с нестационарностью темпе-

ратурного поля и изменением границ продукта в 

процессе сушки [14-16]. 

Одним из перспективных направлений в 

области моделирования поверхностных структур, 

формирующихся при сушке жидких дисперсных 

продуктов, является применение элементов фрак-

тальной математики [17-21]. Основными достоин-

ствами фрактального подхода являются вытекаю-

щие из положения о самоподобии формирующейся 

структуры возможности моделирования простран-

ственных структур на ограниченных решетках, 

применение оценочных значений определенных 

модельных параметров и соответственно возмож-

ность распространения данных, полученных на 

ограниченных решетках, на весь объем моделиру-

емой структуры [17, 21]. 

Например, в работe [17] показано примене-

ние фрактальной концепции при моделировании 

микро и макроскопической структуры материала 

при сушке капиллярно-пористых сред. В работах 

[18, 20] проведено исследование фрактальной 

структуры гранул различных размеров, получен-

ных распылительной сушкой водных дисперсий 

микрокристаллической целлюлозы. В работе [19] 

показано, что многослойная фрактальная теория 

Брунауэра-Эммета-Теллера может быть использо-

вана в качестве инструмента для получения инфор-

мации о распределении жидкой фазы при сушке ча-

стиц целлюлозного порошка различной кристал-

личности. 

Так как при сушке большинства исследо-

ванных жидких дисперсных продуктов основная 

масса влаги удаляется в первом периоде, опреде-

ленный интерес вызывает влияние на кинетику 

сушки характера формирования пространственной 

структуры, состоящей из частиц твердой фазы, в 

период наличия в продукте свободной влаги и от-

носительной подвижности частиц, связанной с раз-

мерами частиц, свойствами жидкой фазы, нали-

чием и характером внутренних течений в высыха-

ющем продукте [2, 4, 13, 14].  

МЕТОД РАСЧЕТА И ОСНОВНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ 

Традиционно, кинетика сушки моделиру-

ется отдельно для I и II периодов [9, 11, 14, 22]. 

Оценку границ периодов, как правило, производят 

по величине uкр – критического влагосодержания. 

Существует ряд общепринятых оценок uкр (напри-

мер, по А.В. Лыкову для капиллярно-пористых тел 

uкр = 0,56·u0). Для расчета uкр при сушке жидких 

дисперсных продуктов на подложках авторами [22] 

предложена формула: 

бск

ж
фкр

T

П

П
Ku







 )(

1



 ,  (1) 

где Кф – коэффициент формы частиц твердой фазы, 

ск – плотность скелета (монолита твердой фазы), 

ж – плотность жидкой фазы, П – пористость твер-

дого остатка, б – базовая вязкость жидкой фазы 

при Т = 20 °С,(Т) – вязкость жидкой фазы при 

температуре Т. 

Однако, при сушке жидких дисперсных 

продуктов, при наличии поверхностных явлений, 

существующие оценки uкр дают удовлетворитель-

ные результаты только для методик инженерного 

расчета. Корректное определение входящей в фор-

мулу (1) величины пористости твердого остатка 

для высушенных жидких термолабильных продук-

тов, проявляющих эффекты структурообразова-

ния, не всегда возможно, а приближенные оценки 
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по координационному числу упорядоченной 

укладки частиц в слое не дают приемлемых по точ-

ности результатов. 

В случае, если при сушке на подложке жид-

кого дисперсного продукта наблюдается формиро-

вание некоторого слоя поверхностной пленки, то 

этот слой сокращает поверхность испарения, что 

отражается на виде кинетических кривых (в част-

ности отмечается характерное изменение термо-

граммы в районе площадки мокрого термометра). 

Поэтому важной задачей является определение 

критического влагосодержания для сушки жидких 

дисперсных продуктов при наличии поверхност-

ных явлений. 

В работе авторов [21] на основании экспе-

риментально определенной величины фрактальной 

размерности поверхностной структуры предлага-

ется фрактальная модель поверхностной пленки, 

формирующейся при сушке жидких дисперсных 

продуктов на твердых подложках. Моделирование 

поверхностной структуры осуществляется постро-

ением фрактального кластера, формирующегося на 

основе алгоритма диффузионно-контролируемой 

агрегации с учетом случайного появления новых 

частиц в границах контактной линии и расчетом 

кинетики формирования моделируемой поверхно-

сти. Используя полученные в модели поверхност-

ной структуры [21] значения коэффициента сокра-

щения поверхности, получаем возможность уточ-

ненного расчета поверхности испарения и соответ-

ственно величин коэффициентов тепло-массоот-

дачи, интенсивности испарения и температуры 

площадки мокрого термометра.  

Исходя из представлений о механизме фор-

мирования слоя сухого продукта, можно предполо-

жить, что слой свободной жидкости в высыхаю-

щем продукте существует до момента прекраще-

ния подвижности твердых частиц. Для математиче-

ского описания этого процесса наиболее удобно 

представить высыхающий продукт в виде опреде-

ленного двумерного слоя, а формирующиеся 

структуры характеризовать определенной величи-

ной пористости. Предполагаем, что формирование 

слоя твердых частиц в первом периоде сушки, при 

наличии поверхностной пленки, имеет фракталь-

ный характер. Т.о. первый период сушки суще-

ствует до достижения слоем частиц, формирую-

щих твердый остаток, определенной фрактальной 

размерности df. При достижении слоем заданной 

фрактальной размерности слой высыхающей жид-

кости переходит в слой влажного остатка и начи-

нается второй период сушки. При этом появляется 

возможность расчета толщины сформировавше-

гося слоя, его пористости и величины критиче-

ского влагосодержания. 
Таким образом, метод расчета кинетики 

сушки [14, 22] дополняется фрактальной моделью 
построения поверхностной пленки, формирую-

щейся в процессе сушки [21] и описанного выше 
предположения о фрактальном характере форми-

рования высыхающего слоя продукта, что дает воз-
можность корректной оценки критического влаго-

содержания по характеристикам твердой фазы и 

характеру формирования остатка. 
Моделирование высыхающего слоя про-

дукта осуществим на основе модели фрактального 
кластера. Построение фрактального кластера осу-

ществляем по следующим правилам: 
1. Построение кластера осуществляем на 

пространственной двумерной решетке 100×100. 
2. Затравка для построения кластера распо-

лагается по верхней стороне решетки. Координата 
затравки по оси у = 1. Данные для построения за-

травки берем из результатов построения поверх-
ностной пленки по модели [21]. При этом данные с 

плоскости переводим в линию путем сечения плос-
кости посередине. В результате в качестве затравки 

получаем геометрическое место точек (линию), со-
стоящее из Nz частиц и (100 - Nz ) пустот.  

3. Новая частица генерируется внутри ре-

шетки по следующему алгоритму: 
а) координата новой частицы по оси х выби-

рается случайным образом в диапазоне от 1 до 100; 
б) в начальный момент времени коорди-

нату y0 новой частицы по оси y принимаем равной 
10∙d (d – условный размер, для построения кла-

стера на решетке d = 1; т.к. в решетке каждый узел 
это частица или пустота, то y0 = 10); 

в) далее, начинается построение кластера 
по правилу 4. При этом рассчитываем количество 

частиц, формирующих новый горизонтальный 
слой кластера. При достижении количества частиц 

в новом слое равном Nz, изменяем координату ге-
нерации новой частицы по оси y на величину ∆n: 

yн = yт + ∆n,   (2) 
где yт – значение координаты у для генерации но-

вой частицы, на текущей итерации построения кла-
стера, yн – новое значение координаты у для гене-

рации новой частицы на следующей итерации. 

4. Частица после генерации внутри ре-
шетки движется хаотически до момента соприкос-

новения с кластером. Принимаем вероятность сли-
пания частицы с кластером равной 1. 

5. Построение кластера осуществляем до 
достижения заданной фрактальной размерности 

слоя df
c. 
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По окончании построения кластера опреде-

ляем пористость кластера (как отношение числа уз-

лов построенного кластера, не занятого частицами, 

к общему числу узлов в построенном кластере), ко-

торая, исходя из свойства самоподобия, будет 

равна пористости слоя П, и рассчитываем вели-

чину полученного критического влагосодержания 

uкр по классической формуле: 

П

П
u

ск

ж
кр



1

 ,  (3) 

где ск – плотность скелета (монолита твердой 

фазы), ж – плотность жидкой фазы. 

Схема метода расчета кинетики сушки в 

первом периоде с учетом фрактальной модели по-

верхности и фрактальной модели формирования 

твердого слоя представлена на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Схема метода расчета кинетики сушки в первом пери-

оде: dэ – эквивалентный диаметр частицы, df
c – фрактальная 

размерность слоя на срезе, df
n- фрактальная размерность по-

верхности; режимные параметры: Т – температура сушиль-

ного агента, w – скорость сушильного агента; c – концентра-

ция твердой фазы, go – начальная навеска, Sисп – площадь ис-

парения, ψ - коэффициент, учитывающий уменьшение интен-

сивности испарения с поверхности, П – пористость слоя, u- теку-

щее влагосодержание, uкр – критическое влагосодержание, 

αисп – коэффициент теплоотдачи при испарении, βисп - коэф-

фициент массотдачи при испарении 

Fig. 1. Scheme of calculation method of drying kinetics in the 

first period: dэ - equivalent particle diameter, df
c - fractal dimen-

sion of the layer on the cut, df
n - fractal dimension of the surface; 

operating parameters: T - temperature of drying agent, w is the 

rate of the drying agent; c is the concentration of the solid phase, 

go - the initial charge, Sисп - the evaporation surface, ψ - coeffi-

cient taking into account the decrease in the intensity of evapora-

tion from the surface, P is the porosity of the layer, u - the current 

moisture content, uкр - critical moisture content, αисп – the coeffi-

cient of heat transfer by evaporation, βисп - factor of mass transfer 

by evaporation 

 

Расчет величин коэффициентов внешней 

тепло-массоотдачи и температуры мокрого термо-

метра ведем по известным зависимостям [22]. Тем-

пературная и влажностная кинетика в первом пери-

оде рассчитывается с учетом стока тепла на испа-

рение, зависящего от величины поверхности испа-

рения, которую корректируем по величине коэф-

фициента сокращения поверхности, получаемого 

по модели [21]. По достижении uкр переходим к 

расчету II периода сушки.  

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Как следует из анализа результатов моде-

лирования слоя частиц, величина ∆n влияет на ха-

рактер упаковки частиц в слое, получаемую вели-

чину пористости слоя П, и связана с величиной 

фрактальной размерности полученного кластера df. 

Значения ∆n могут меняться в диапазоне от 1 до 10. 

При ∆n = 1 получаем плотную упаковку частиц с 

размерностью 2, т.е. фрактальный кластер перехо-

дит в упорядоченный. При ∆n = 10 получаем мак-

симально пористую структуру, по характеру по-

вторяющую дендритные фракталы с размерностью 

1,65+/-0,05 полученные по модели частица-кластер 

Виттена-Сандера. 

На рис. 2 представлена полученная в ре-

зультате моделирования фрактального кластера за-

висимость получаемой фрактальной размерности 

кластера df от величины ∆n. 

Исходя из полученных данных, в разрабо-

танной модели можно рекомендовать следующую 

формулу для взаимосвязи df и ∆n. 

n04,004,2df  .       (4) 

На рис. 3 представлен вид полученного кла-

стера на решетке 100×100 для фрактальной размер-

ности 1,88 и 1,76, наблюдаемой при сушке полиме-

тилен-В-нафталинсульфонатов при разных режи-

мах сушки. Фрактальная размерность слоя опреде-

лялась путем графического анализа фотографий 

срезов высушенных продуктов. 

 

 
Рис. 2. Зависимость фрактальной размерности от величины ∆n 

Fig. 2. Dependence of fractal dimension on the value ∆n 

 

Характерной особенностью полученных 

кластеров является примерно одинаковое количе-

ство частиц, формирующих кластер заданной фрак-

тальной размерности на выбранной пространствен-

ной решетке. 
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Рис. 3. Вид фрактального кластера, полученного по предлага-

емой модели формирования твердого остатка. Решетка 100х100. 

а – df = 1,88, П =0,637, N частиц в кластере = 2067; б – df = 1,76, 

П =0,732, N частиц в кластере = 2061 

Fig. 3. The form of fractal cluster, obtained by the proposed mod-

els for the formation of the solid residue. Grid 100x100. a – df = 1.88, 

P =0.637, N particles in the cluster = 2067; b – df = 1.76, P =0.732, 

N particles in the cluster = 2061 

 

В табл. 1 приведены полученные в резуль-

тате моделирования фрактального кластера значе-

ния пористости, экспериментально определенной 

фрактальной размерности слоя, рассчитанной и 

экспериментально полученной величины критиче-

ского влагосодержания, при сушке суспензии оп-

тического отбеливателя КД-2 и полиметилен-В-

нафталинсульфоната при разных режимах конвек-

тивной сушки продукта на фторопластовой гори-

зонтальной подложке. Выбранные продукты ха-

рактеризуются близким значением начальной кон-

центрации твердой фазы (≈12%), но разными вели-

чинами размеров частиц и полученных значений 

фрактальной размерности поверхностной пленки и 

сухого остатка. При этом при сушке оптического 

отбеливателя КД-2 практически не наблюдается 

формирования поверхностной пленки, а полимети-

лен-В-нафталинсульфоната на всех режимах сушки 

формирует характерные поверхностные структуры. 

 

Таблица 1 

Сравнение расчетных и экспериментальных дан-

ных по критическому влагосодержанию 

Table 1. Comparison of calculated and experimental 

data on critical moisture content 

Продукт 

Режим 

сушки, 

Т/w 

df П uкр
эксп uкр

расч 

КД-2 80/5 2 0,26 0,078 0,087 

КД-2 140/5 1,92 0,57 0,31 0,331 

полиметилен-

В-нафталин-

сульфоната 

80/5 1,88 0,637 0,3 0,325 

полиметилен-

В-нафталин-

сульфоната 

120/5 1,76 0,732 0,45 0,467 

 

ВЫВОДЫ 

Как видно из результатов построения фрак-

тального кластера, моделирующего слой твердого 

остатка, фрактальная размерность кластера явля-

ется функцией параметра модели ∆n и лежит в диа-

пазоне от 1,64 до 2. Значение фрактальной размер-

ности 1,64 соответствует дендритному фракталу, 

построенному по модели частица-кластер Виттена-

Сандера. Пористость подобной структуры около 

0,78, что гораздо выше упорядоченной простой ку-

бической укладки частиц, для которой П ≈ 0,47. 

Для кластера с фрактальной размерностью 2 полу-

чаем величину пористости 0,26, что соответствует 

плотной монодисперсной укладке частиц с коорди-

национным числом 12. Результат расчета критиче-

ского влагосодержания показывает, что для про-

дукта, не формирующего в процессе сушки поверх-

ностной пленки (отбеливатель КД-2), величина 

фрактальной размерности около 2. Для подобных 

продуктов переход к более жесткому режиму 

сушки приводит к некоторому уменьшению фрак-

тальной размерности и, как следствие, повышению 

величины критического влагосодержания, что под-

тверждается экспериментально. Для продуктов, ак-

тивно проявляющих при сушке эффекты поверх-

ностного структурообразования (полиметилен-В-

нафталинсульфоната), величина фрактальной раз-

мерности слоя лежит в диапазоне от 1,76 (при-

мерно равна фрактальной размерности поверхно-

сти) до 1,88. При этом также наблюдается влияние 

режима сушки на величину фрактальной размерно-

сти и пористости формирующегося слоя. Необхо-

димо отметить, что для полиметилен-В-нафталин-

сульфоната, как продукта, ярко проявляющего эф-

фекты поверхностного структурообразования, по-

грешность определения критического влагосодер-
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жания с использованием предлагаемой модели по-

строения фрактального кластера равна 3-7%, что 

гораздо ниже, чем для оптического отбеливателя 

КД-2 (погрешность 6-12%), как продукта, практи-

чески не проявляющего эффекты поверхностного 

структурообразования, в диапазоне исследованных 

режимов сушки и свойств высушиваемых продук-

тов. Таким образом, предлагаемая фрактальная мо-

дель построения слоя частиц формирующих твер-

дый остаток при сушке жидких дисперсных про-

дуктов на подложках позволяет моделировать слои 

частиц твердого остатка любой пористости, с полу-

чением уточненных значений величины критиче-

ского влагосодержания. 
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