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Изменение напряженно-деформированного состояния с течением времени в кон-
струкциях и их элементах из полимерных материалов может быть весьма существенно. 
Связано это с выраженной реологией полимеров. Одним из наиболее точных законов связи 
напряжения-деформации является обобщенное нелинейное уравнением Максвелла-Гуревича, 
которое учитывает три реологических параметра: модуль высокоэластичности, модуль 
скорости и коэффициент начальной релаксационной вязкости. Значительное влияние на фи-
зико-механические параметры полимера также оказывают различные факторы: наличие 
температурного поля и ионизирующего излучения, наличие добавок в полимере и так далее. 
В статье приводятся результаты математического моделирования диска в осесимметрич-
ной постановке из полиэтилена высокой плотности (ПЭВП) под действием механического 
осевого давления. Данная модель выбрана в связи с наиболее частым использованием ПЭВП 
облученного и с добавками в медицине, в том числе и для изготовления ортопедических про-
тезов. Рассматриваются разные составы ПЭВП: под действием ионизирующего излучения, 
с добавками гидроксиаппатита и при их совместном влиянии. Все физико-механические па-
раметры ПЭВП от дозы ионизирующего излучения и доли введенного гидроксиаппатита 
описываются математическими выражениями, полученными в научной школе профессора 
Б.М. Языева на основе анализа соответствующих кривых релаксации полимера. Результаты 
решения задачи показали, что основные базовые напряжения (радиальное, окружное и осе-
вое) изменяются с течением времени по-разному. Рост величины основных базовых напря-
жений может быть в 2-2,5 раза. Если же анализ проводится по главным напряжениям, то 
их величина увеличивается примерно в 1,5 раза. Кроме того, изменение главных напряжений 
наблюдается даже тогда, когда по основным базовым напряжениям оно не наблюдается. 

Ключевые слова: полиэтилен высокой плотности, гидроксиапатит, гамма-излучение, реология, 
ползучесть, неоднородность, закон Максвелла-Гуревича, метод конечных элементов 
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The change in the stress-strain state over time in structures and their elements from poly-
meric materials can be quite substantial. This is due to the pronounced rheology of the polymers. 
One of the most accurate laws of stress-strain bond is generalized nonlinear Maxwell-Gurevich 
equation, which takes into account three rheological parameters: the modulus of elasticity, the 
velocity modulus and the coefficient of initial relaxation viscosity. A significant influence on the 
physico-mechanical parameters of the polymer is also exerted by various factors: the presence of a 
temperature field and ionizing radiation, the presence of additives in the polymer and so on. The 
paper presents the results of mathematical modeling of a disc made of high-density polyethylene 
(HDPE) in an axisymmetric setting under the influence of mechanical axial pressure. This model 
is chosen because of the most frequent use of HDPE irradiated and with additives in medicine, 
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including for the manufacture of orthopedic prostheses. Different compositions of HDPE are con-
sidered: under the influence of ionizing radiation, with additives of hydroxyapatite and with their 
combined effect. All physico-mechanical parameters of HDPE (dose of ionizing radiation and the 
fraction of hydroxyapatite injected) are described by mathematical expressions obtained in the sci-
entific school of Professor B.M. Yazyev on the basis of an analysis of the corresponding polymer 
relaxation curves. The results of the solution of the problem have shown that the basic stresses 
(radial, circumferential and axial) vary in the course of time in different ways. The growth of the 
value of the primary basic stresses can be 2-2.5 times. If the analysis is carried out on the main 
stresses, then their value increases by approximately 1.5 times. Also, the change in the principal 
stresses is observed even when it is not observed for the basic stresses. 

Key words: high density polyethylene, hydroxyapatite, gamma radiation, viscoelastic deformations, 
creep, inhomogeneity, Maxwell-Gurevich law, finite element method 
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ВЕДЕНИЕ 

В медицине с проблемой ограниченного 

движения человека давно борются при помощи 

протезирования и имплантирования. Но поиск луч-

шего искусственного материала, который подхо-

дил бы для этой задачи, является актуальным и се-

годня.  

Полиэтилен высокой плотности (ПЭВП) 

является одним из наиболее распространенных ис-

кусственных материалов, используемых при изго-

товлении имплантов и протезов, благодаря его био-

совместимости, то есть его характеристики совпа-

дают с характеристиками естественной кости [1-6]. 

Это свойство очень важно, так как оно исключает 

возможность развития остеопороза при эксплуата-

ции протеза. Но реология, низкий модуль упруго-

сти и низкая биологическая активность наклады-

вают некоторые ограничения на его использование.  

В работах [7-13] были предприняты по-

пытки улучшения вышеупомянутых свойств, в том 

числе и добавлением различных примесей к основ-

ному составу ПЭВП. Одной из таких добавок мо-

жет быть гидроксиапатит (ГА), который положи-

тельно влияет на композитную жесткость и биоло-

гическую активность. Прочность ПЭВП обеспечи-

вает себе сам. Вязкоупругое поведение материала 

легко описывается во времени и позволяет сделать 

прогноз о длительной прочности [14-20]. Таким об-

разом, использование ГА в качестве армирующего 

элемента полимерного материала благоприятно 

сказывается и на биологической активности, и на 

реологическом поведении ПЭВП. 

Гамма-излучение – один из часто использу-

емых способов стерилизации в медицине многих 

лекарственных препаратов, так как оно разлагает 

молекулы ДНК любых живых организмов. Но это 

еще не все. Радиация является причиной изменения 

молекулярной структуры полимера. Под воздей-

ствием гамма-излучения плотность сцепления 

длинных молекулярных цепей и концентрация свя-

зывающих молекул увеличиваются. Таким обра-

зом, стерилизация благоприятно сказывается на 

процессе сшивки молекулы композита. 

МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА 

Напряженно-деформированное состояние 

(НДС) конструкции зависит от многих факторов: 

геометрии, способа закрепления, вида нагружения, 

состава материала и многого другого. А если во-

прос касается полимеров, то составу необходимо 

уделить особое внимание. Потому что в зависимо-

сти от того, что это за полимер, были ли добавки и 

если были, то в каком количестве, и подвергался ли 

материал облучению, физико-механические пара-

метры значительно варьируются. Что в свою оче-

редь весьма ощутимо влияет на НДС конструкции.  

Учениками школы Б.М. Языева получены 

выражения, определяющие физико-механические 

параметры ПЭВП в зависимости от доли ГА и 

уровня облучения Ф. Они имеют следующий вид: 

Модуль упругости: 

1. 𝐸(ГА, Ф) = 694 + 1251ГА + 2,908Ф − 

−4,498ГАФ  [МПа]  (1) 

Модуль высокоэластичности: 

2. 𝐸∞(ГА, Ф) = 228,9 + 1093ГА + 2,276Ф − 

−1,5ГАФ  [МПа]  (2) 

Модуль скорости: 

3.            𝑚∗(ГА, Ф) = 5,545 + 8,501ГА + 

+0,01283ГА  [МПа]             (3) 
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Коэффициент начальной релаксационной 

вязкости: 

4.    𝜂0
∗(ГА, Ф) = 1113 + 2398ГА + 8,877Ф − 

−32,64ГАФ  [МПа ∙ ч]         (4) 

Анализ выражений (1)-(4) показывает, что 

с ростом доли ГА и уровня облучения Ф все упру-

гие и реологические параметры увеличиваются, не-

которое исключение составляет коэффициент 

начальной релаксационной вязкости, который при 

одновременном введении ГА и облучении матери-

ала имеет величину примерно такую же, как только 

при введении ГА или только облучении ПЭВП.  

Для оценки влияния на напряженно-дефор-

мированное состояние полимерного тела различ-

ных сочетаний добавок и уровня ионизирующего 

излучения была рассмотрена задача: плоская 

шайба под действием сжимающей нагрузки, кото-

рая может являться примитивной моделью про-

теза. Постановка задачи и расчетная схема приве-

дена на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Цилиндрическое сжимаемое тело конечной длины: по-

становка задачи и расчетная схема. Ra — внутренний радиус 

цилиндра; Rb — внешний радиус цилиндра; PU — давление 

на торцах цилиндра; PA — давление на внутренней грани ци-

линдра; PB — давление на внешней грани цилиндра 

Fig. 1. Cylindrical compressible body of finite length: problem 

statement and design scheme. Ra is the inner radius of the cylin-

der; Rb is outer radius of the cylinder; PU is the pressure at the 

ends of the cylinder; PA — the pressure on the inner face of the 

cylinder; PB — pressure at the outer face of the cylinder 

 

Высота тела h = 1см = 0,010 м. Вследствие 

того, что тело симметрично относительно горизон-

тальной оси, достаточно рассмотреть только поло-

вину образца, в результате чего исходные данные 

принимают следующий вид: давление на внутрен-

ней грани цилиндра PA = 0 МПа, давление на внеш-

ней грани цилиндра PB = 0 Мпа, давление на верх-

нем торце цилиндра PU = −10МПа (минус – сжа-

тие), внутренний радиус Ra = 0,010 м, внешний ра-

диус Rb = 0,050 м, координата нижней точки zmin = 0 м, 

координата верхней точки zmax = h/2 = 0,005 м. Пре-

дел времени, до которого происходит расчет 

limTime = 10 ч, число интервалов разбиения по вре-

мени qnIntT = 20 шт. Временные интервалы пере-

менные, отношение последнего интервала времени 

к самому первому – 100. Моделирование было про-

изведено методом конечных элементов. Элементы 

использовались треугольные таким образом, чтобы 

сторона элемента не превышала такой величины, 

чтобы по высоте цилиндра вместилось не менее 

10 элементов.  

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Расчет напряженно-деформированного со-

стояния полимерной конструкции производился с 

использованием нелинейного обобщенного урав-

нения связи Максвелла-Гуревича [19]. В резуль-

тате проведенных расчетов были построены дву-

мерные графики распределения радиальных, окруж-

ных, осевых и касательных напряжений в разные 

моменты времени в зависимости от доли ГА и 

наличия ионизирующего излучения. Анализируя 

данные графики, можно сделать вывод, что напря-

жения в конце расчетного периода по сравнению с 

начальным увеличиваются в 2-2,5. Данные гра-

фики не приводятся в статье, так как они являются 

громоздкими и малоинформативными. Более ин-

формативными являются графики распределения 

максимальных и минимальных значений радиаль-

ных, окружных, осевых и касательных напряжений 

во времени, приведенные на рис. 2.  

Также был проведен анализ изменения 

главных напряжений: максимального σ1 и мини-

мального σ3 (рис. 3). Для этого были выделены мак-

симальные и минимальные значения напряжений, 

а затем построены графики изменения этих пара-

метров во времени. На них отчетливо видно изме-

нение уровня напряжений с течением времени в 2-

2,5 раза. Исключение составляют главные напря-

жения, которые имеют значительные величины в 

начальный момент времени и увеличиваются не 

более, чем в 1,5 раза к концу расчетного периода. 

Отличие между базовыми напряжениями 

(радиальным, окружным, осевым и касательным) 

от главных заключается и в разнице проявления 

реологических процессов. Так, при отсутствии до-

бавок и наличии ионизирующего излучения, базо-

вые напряжения стабилизировались через 7 ч с мо-

мента приложения нагрузки, а если проводить ана-

лиз изменения главных напряжений, они не стаби-

лизировались и к 10 ч, то есть к концу расчетного 

периода. В случае наличия максимальных добавок 

ГА в полимере и облучением его ионизирующим 

излучением, уровень как базовых, так и главных 

напряжений уменьшается на ≈10%, по сравнению с 

нетронутым образцом полимера. Кроме того, ста-

билизация базовых напряжений наблюдается при-

мерно через 4 ч от начала расчета, главных – через 6 ч.  
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Рис. 2. Распределение максимальных и минимальных значений 

напряжений во времени: а — ГА=0 %, Ф=0 кГр; б — ГА=30 %, 

Ф=70 кГр; 1 — σr,max; 2 — σr,min; 3 — σɵ,max; 4 — σɵ,min; 5 — σz,max; 

6 — σz,min; 7 — τrz,max; 8 — τrz,min 

Fig. 2. Distribution of maximum and minimum stress values over 

time: а — GA=0 %, F=0 kGy; б — ГА=30 %, Ф=70 kGy; 1 — σr,max; 

2 — σr,min; 3 — σɵ,max; 4 — σɵ,min; 5 — σz,max; 6 — σz,min; 7 — τrz,max; 

8 — τrz,min 

 

 
Рис. 3. Изменение во времени наименьших главных (сжимаю-

щих) напряжений σ3 в теле с течением времени: 1 — ГА= 0 %, 

Ф = 0 кГр; 2 — ГА= 30 %, Ф = 0 кГр; 3 —ГА= 0 %, Ф = 70 кГр; 

4 — ГА= 30 %, Ф = 70 кГр; 5 — ГА= 15 %, Ф = 35 кГр 

Fig. 3. The change in time of the lowest principal (compressive) stresses 

σ3 in the body over time: 1 — GA= 0 %, F = 0 kGy; 2 — GA= 30 %, 

F = 0 kGy; 3 —GA= 0 %, F = 70 kGy; 4 — GA= 30 %, F = 70 kGy; 

5 — GA= 15 %, F = 35 kGy 

Образец, в который был добавлен ГА и об-

лученный половинной дозой, показывал примерно 

средние свойства между «чистым» образцом и об-

разцом с полным добавлением ГА и полным уров-

нем ионизирующего излучения. 

ВЫВОДЫ 

В результате проведенного анализа напря-

женно-деформированного состояния полимерного 

тела с течением времени доказано, что базовые 

напряжения (радиальные, окружные и осевые) из-

меняются не в фазе с главными напряжениями, со-

ответственно, для оценки прочностных свойств 

конструкции необходимо оценивать именно глав-

ные напряжения. 

Дальнейшее развитие может быть связано с 

анализом НДС полимерной конструкций не только 

от наличия ГА и ионизирующего излучения, но и 

от наличия иных добавок и внешних воздействий. 

Расчеты могут быть использованы в обла-

сти полимерной механики для определения напря-

женно-деформированного состояния цилиндриче-

ских тел в осесимметричной установке, а также в 

производстве полимерных труб и других отраслях 

промышленности. 
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